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Abstract
The study aims to determine the set of the singular matrix 2x2 that forms the group and describes its
properties. The type of research was used exploratory research. Using diagonalization of the singular matrix

S= [Ccl Z], where a,b,c,d € R as a generator matrix, pseudo identity and pseudo inverse methods, we

obtained a group singular matrix 2X2 with standard multiplication operations on the matrix, with
condition namely: (1) closed, (2) associative, (3) there was an element of identity I, (4) inverse, there was
(A so Ax(A)™t=(A)"!txA= I. The group was abelian group (commutative group). In addition, in the

group Gs satisfied that if VA, X,V € Gs was such that AX X =AxY thenX =V and X xA=Y xAthen X =7Y.
This show that the group can be applied the cancellation properties like the case in nonsingular matrix
group. This research provides further research opportunities on the formation of singular matrix groups 3x3
or higher order.

Keywords: sigular matrix; diagonalization; group; generator matrix

Abstrak
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan himpunan matriks singular 2xX2 yang membentuk grup dan
mendeskripsikan sifat-sifatnya. Jenis penelitian yang digunakan adalah penelitian eksploratif dengan

menggunakan diagonalisasi pada matriks singular S = [(cl 2], dimana a,b,c,d € R sebagai matriks

generator dan penggunaan metode pseudo identitas dan pseudo invers diperoleh grup matriks singular 2x2
(Gs) dengan operasi perkalian baku pada matriks, yaitu memenuhi syarat: (1) tertutup, (2) asosiatif, (3)
terdapat elemen identitas terdapat (4)~! dengan sehingga 4 x (4)™! = (A)~! x A = I5. Grup yang terbentuk
merupakan grup abelian (grup komutatif). Selain itu, pada grup Gs berlaku jika VA, X,V € G5 sedemikian
sehingga Ax X = AXx Y maka X =Y dan X x A =¥ x A maka X = Y. Hal ini menunjukkan bahwa pada grup
ini berlaku sifat penghapusan seperti halnya pada grup matriks nonsingular. Penelitian ini memberikan
peluang penelitian lanjutan pada pembentukan grup matriks singular 3x3 atau ordo yang lebih tinggi.

Kata Kunci: matriks singular; diagonalisasi; grup; matriks generator

1. PENDAHULUAN

Matematika sangat penting dipelajari dalam dunia pendidikan. Matematika
merupakan mata pelajaran yang diajarkan mulai dari Sekolah Dasar (SD) sampai
dengan Perguruan Tinggi (PT). Banyak sekali pengetahuan yang dari belajar
matematika. Mulai dari hal yang mendasar seperti berhitung sampai ketingkat yang
lebih tinggi dalam menyelesaiakan suatu masalah dapat dipelajari dalam pembelajaran
matematika. Matematika merupakan dasar ilmu yang mempengaruhi perkembangan
teknologi. Menurut Ag dan Fathani (Faizah, 2019), untuk dapat berkecimpung dalam
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dunia sains, teknologi, maupun ilmu lainnya, langkah awal yang harus di tempuh
adalah menguasai ilmu dasarnya yaitu matematika.

Tanpa disadari banyak sekali obyek dalam matematika yang dipelajari itu ternyata
adalah suatu grup. Contohnya pada sistem bilangan, seperti himpunan bilangan bulat
terhadap operasi biner penjumlahan, bilangan real dengan operasi biner perkalian
(Sripatmi et al., 2018). Contoh lainnya yang sering ditemui yaitu grup matriks.
Diketahui bahwa matriks nonsingular yang determinannya tak nol dapat ditentukan
inversnya dengan cara yang umumnya semua mahasiswa mengetahui hal tersebut. Hal
ini diajarkan dari jenjang Sekolah Menengah Atas (SMA), bahkan sampai ke Perguruan
Tinggi di semua bidang ilmu, matriks diajarkan dalam kuliah Matematika Dasar.
Berangkat dari hal tersebut tentu dikalangan semua pelajar dan mahasiswa
mengetahui bahwa invers dan identitas dari suatu matriks nonsingular bisa
didapatkan, sehingga semua matriks nonsingular dapat membentuk grup dengan
operasi perkalian.

Berbeda halnya dengan matriks singular yang perhitungan determinannya sama
dengan nol, sebagian orang akan berpikir bahwa matriks singular tidak dapat
membentuk suatu grup dikarenakan determinannya sama dengan nol yang berakibat
tidak terdefinisinya invers dari matriks singular tersebut sehingga identitas matriks
tidak berlaku untuk matrik singular (Dewi et al.,, 2011). Apakah benar dengan
detetrminan sama dengan nol dan identitas matriks tidak berlaku mengakibatkan
himpunan dari matriks singular tidak dapat membentuk grup.

Suatu himpunan dikatakan dapat membentuk grup apabila memenuhi syarat-syarat
pembentukan grup. Ada empat syarat yang harus dipenuhi oleh suatu himpunan agar
dapat membentuk grup, diantaranya bersifat tertutup terhadap operasi biner, asosiatif,
memiliki identitas dan setiap anggota himpunan memiliki invers. Suatu himpunan
sembarang tidak dapat membentuk grup apabila tidak memenuhi syarat-syarat
tersebut, karena menurut definisi grup, syarat-syarat tersebut harus terpenuhi.

Selama ini matriks singular diketahui tidak memiliki invers sehingga identitas matriks
tidak berlaku untuknya. Dalam banyak referensi bidang matematika tidak banyak
dibahasan mengenai pokok bahasan matriks singular dan sangat terbatas dengan
pengenalan yang sangat singkat. Hal tersebut dikarenakan invers dari matriks singular
tidak terdefinisi jika dicari dengan metode determinan akibatnya matriks singular
tidak banyak disinggung dalam pembelajaran matematika di jenjang Sekolah
Menengah Atas maupun di Perguruan Tinggi sehingga pengetahuan siswa dan
mahasiswa hanya sebatas mengetahui bahawa matriks singular tidak memiliki invers
dan matriks singular determinannya sama dengan nol. Hanya itu pengetahuan dan
wawasan terhadap matriks singular yang didapatkan dalam pembelajaran matematika.

Dengan tidak terdefinisinya invers dan determinan sama dengan nol, pembahasan
tentang matriks singular tidak berhenti sampai disitu. Penelitian yang dilakukan oleh
Khasanah dan Irawanto tentang invers dari matrik singular bisa didapatkan dengan
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menggunakan invers Drazin dengan metode kanonik Jordan (Khasanah & Irawanto,
2011). Lebih lanjut penelitian oleh Suhendry dan Suryani, didapat bahwa matriks
singular juga mempunyai invers sama halnya dengan matriks nonsingular (Suhendry &
Suryani, 2015). Berdasarkan dua penelitian di atas dapat ditarik kesimpulan bahwa
suatu matriks singular mempunyai invers yang dapat dicari dengan metode yang
berbeda dari matriks nonsingular.

Melalui hal tersebut, peneliti melihat hal menarik lainnya yang dapat dikaji dan
dikembangkan dari penelitian yang ada tentang matriks singular, seperti melakukan
pengembangan dalam membentuk suatu himpunan dari matriks singular dan berlaku
atau tidaknya sifat-sifat grup pada himpunan dari matriks singular. Berdasarkan
paparan permasalahan di atas, maka diperlukan kajian tentang syarat pembentukan
grup matriks singular, maka dilakukanlah suatu penelitian tentang “ Penentuan Syarat
Pembentukan Grup Matriks Singular” untuk menjawab dan menyelesaikan
permasalahan yang sudah dijelaskan di atas.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini menggunakan jenis penelitian eksploratif. Penelitian eksploratif adalah
menggali untuk menemukan atau mengetahui suatu konsep dengan melakukan
penjajakan terhadap konsep tersebut (Rachmawati, 2012). Penelitian ekploratif untuk
mengidentifikasi sifat-sifat suatu gejala atau peristiwa. Metode eksploratif bergantung
variabel-variabel atau hubungan-hubungan yang diperlukan untuk memecahkan
masalah (Mudjiyanto, 2018).

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1 Grup Matriks Singular Berordo 2 x 2

Suatu matriks singular 2xX2 dapat membangun himpunan matriks singular sesuai
definisi berikut:

Definisi 1 (Himpunan Matriks Bergenerator)

. _Ja b _(fa b
Misalkan S = [c d] maka Gg= {[c d
dibangun oleh S. Dalam hal ini, S disebut generator dari Gs. Jika S adalah matriks

n
] :nEZ} disebut himpunan matriks yang

singular, maka himpunan yang dibangun adalah himpunan matriks singular Gs.
Teorema 1

Misalkan S = [Ccl Z], sembarang matriks singular.

Jika S dapat didiagonalisasi, maka
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1. Dengan pendiagonalisasian matriks S, didapat himpunan matriks yang dibangun
oleh S, dapat dinyatakan sebagai

a(a+d)™ b(a+d)™
- _ (a+d) (a+d) |,
gs = c(a+d)"  d(a+d)™|"

(a+d) (a+d)

neEvz (1)

2. Gs adalah himpunan matriks yang beranggotakan matriks singular.

Contoh 1: (Penerapan Teorema 1)

Matriks S yang menjadi generator.

5[12

2 4
Diagonalisasi dari matriks S, didapat D = [g (5)] dan bentuk perpangkatan dari S

],|s‘|=o

adalah S™ = 53_1 53_2 . Sehingga, untuk setiap n € Z membentuk himpunan matriks
25 25
singular dengan bentuk G5 = 55.2 55.4 nEZyp.
5 5

Teorema berikut menjelaskan tentang syarat-syarat pembentukan grup pada himpunan
matriks singular.

Teorema 2 (Grup Matriks Singular 2X2)

Himpunan matriks singular yang dibangun oleh generator

S= [Z Z] | § dapat didiagonalisasi dengan bentuk
a(a+d)™ b(a+d)"
- _ (a+ad) (a+d) |,
9s =9 |c@ray da@ran| " EL 2)
(a+d) (a+ad)

Membentuk grup dengan operasi perkalian.

Untuk membuktikan G¢ membentuk grup dengan operasi perkalian diperlukan empat
langkah, yaitu:

Pertama, ambil A4,B € G;. Akan dibuktikan A X B € G5. Berdasarkan hasil penelitian
diperoleh bahwa A X B € Gs, sehingga terbukti Gg tertutup terhadap operasi perkalian.
Kedua, ambil 4, B, C € Gg, akan dibuktikan (4 x B) x C = A x (B x ). Berdasarkan hasil
penelitian diperoleh bahwa (A x B) x C = A x (B x C), sehingga terbukti bahwa operasi
bersifat asosiatif. Ketiga, pada umumnya identitas matriks I tidak berlaku untuk
matriks singular, sehingga perlu dicari matriks identitas yang berlaku untuk matriks
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singular. Dalam kasus ini, karena bentuk dari himpunan matriks singular adalah
—  ([ata+ )™ bla+d)"?
Gs = {[c(a +d)"1 d(a+ad)*?
a(a+d)™t bla+d)”
cla+d)™t d(a+d)”
nilai n =0. Ambil I € G, VA € G5, akan dibuktikan A x Ig = Ig X A = A. Berdasarkan
hasil penelitian diperoleh A x Ig = Is X A = A, sehingga terbukti bahwa ada I5 € Gg
sebagai elemen identitas. Keempat, pada umumnya dengan menggunakan metode

]:n € Z} maka untuk identitas dari himpunan matriks

1
singular Gy adalah I = [ 1] yang diperoleh dengan mensubsitusi

determinan, invers dari matriks singular tidak terdefinisi, sehingga diperlukan cara
lain untuk menentukan invers dari matriks singular. Dalam kasus ini, karena bentuk
a(a+ ™! bla+d)™?
cla+d)"?! d(a+a)*?
untuk invers dari himpunan matriks singular G adalah dengan dipangkatkan bilangan

dari himpunan matriks singular adalah G = {[ ] ‘n € Z}, maka

negatif dari n , sehingga ketika dioperasikan menghasilkan identitas berupa I5. Ambil
A€ Gs,3Z € Gy, akan dibuktikan AXZ =7 x A= I,. Berdasarkan hasil penelitian
diperoleh AxZ =27ZxA =TI, Sehingga terbukti bahwa bahwa setiap anggota s
mempunyai invers di Gs.

Teorema berikut menjelaskan tentang grup abelian yang terbentuk
Teorema 3: Grup Abelian (Grup Komutatif)

Jika (G5, X) adalah grup matriks singular yang abelian, maka VA,B € G5 berlaku
AxB=BXxA.

Berikut adalak pembuktikan (Gg, %) adalah grup abelian:

Ambil 4, B € G, akan dibuktikan A X B = B X A. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh
A X B = B x A. Sehingga, terbukti (G5, X) merupakan grup abelian (grup komutatif).

Untuk memperjelas teorema di atas berikut diberikan contoh.
Contoh 2:

Berdasarkan matriks yang diambil dari Contoh 1,

5M1 5M2
Gs = 55’_2 5,?_ L MEZy. Pembuktian syarat-syarat grup pada G5 yang telah terbentuk
5 5

sesuai dengan Teorema 2.

a. Tertutup terhadap operasi perkalian.
Ambil A,B € Gg, akan dibuktikan A X B € G;. Berdasarkan hasil perhitungan
diperoleh A X B € G5, sehingga dapat disimpulkan s tertutup terhadap operasi
perkalian.
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b. Operasi bersifat asosiatif.
Ambil A,B,C € Gg, akan dibuktikan (Ax B)xC = Ax (B x C). Berdasarkan hasil
perhitungan diperoleh (A X B) x C = A x (B x (), sehingga dapat disimpulkan operasi
bersifat asosiatif.

c. Ada elemen identitas.
Pada umumnya identitas matriks I tidak berlaku untuk matriks singular, sehingga
perlu dicari matriks identitas yang berlaku untuk matriks singular. Dalam kasus ini,

5m1  5M2
karena bentuk dari himpunan matriks singular adalah G = 55'2 5;:’. M EZy,
5 5
501 502
. . .o . . — - 5 5
maka untuk identitas dari himpunan matriks singular G adalah I = 01 509
25 25

yang diperoleh dengan mensubsitusi nilai n=0. Ambil I € G5,VA € G5, akan
dibuktikan A X I = Ig x A = A. Berdasarkan hasil perhitungan diperoleh A X Ig =
Is X A = A, sehingga dapat disimpulkan bahwa ada Is € G5 sebagai elemen identitas.

d. Setiap anggota himpunan mempunyai invers.
Pada umumnya dengan menggunakan metode determinan, invers dari matriks
singular tidak terdefinisi, sehingga diperlukan cara lain untuk menentukan invers
dari matriks singular. Dalam kasus ini, karena bentuk dari himpunan matriks

singular adalah G5 = 55 5 5;:’ .|:n € Z}, maka untuk invers dari Gs adalah dengan
5 5

dipangkatkan bilangan negatif dari n , sehingga ketika dioperasikan menghasilkan
identitas berupa Is.

Ambil A€ Gs,3Z€Gs, akan dibuktikan AXZ=Zx A= I. Berdasarkan hasil
perhitungan diperoleh A X Z = Z x A = I, Sehingga dapat disimpulkan bahwa setiap
anggota G; mempunyai invers di Gs.

e. Grup yang terbentuk adalah grup abelian.
Ambil A,B € Gy, akan dibuktikan A x B = B x A. Berdasarkan hasil perhitungan
diperoleh hasil kali kedua ruas sama maka A X B = B X A. Sehingga, terbukti Gy
merupakan grup abelian.

Contoh 3:

0 0
1 0
memenuhi yaitu 4; =1, =0 dan vektor eigen yang bersesuaian dengan A; =1, =0

Matriks singular yang menjadi generator adalah S = [ ], IS| = 0. Nilai eigen yang

adalah [(1)] Leon (2001) menerangkan bahwa jika A adalah matriks n xn yang

mempunyai vektor eigen yang lebih sedikit dari n, maka dinamakan A adalah matriks
defektif. Maka suatu matriks defektif tidak dapat didiagonalisasi. Sehingga diperoleh
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0 0
1 0
ini menunjukkan bahwa tidak semua matriks singular dapat membentuk grup.

himpunan T ={ ]} Himpunan tersebut tidak memenuhi syarat-syarat grup. Hal

3.2 Sifat-Sifat Grup Matriks Singular

Pada grup matriks nonsingular, berlaku sifat penghapusan serta sifat
ketunggalan identitas dan invers. Inipun dapat berlaku pada grup matriks
singular. Secara jelas dapat dituliskan pada Teorema 4 dan Teorema 5 berikut:

Teorema 4: Misalkan (G;, X) adalah grup matriks singular, jika A4,X,Y € G5 ,
maka berlaku:

a. JikaAxX=AxY makaX =Y.
b. JikaXxA=YxAmakaX=Y.

Berdasarkan hasil penelitian, sifat penghapusan kiri dan kanan berlaku untuk grup
matriks singular.

Teorema 5: Jika (G, x) adalah grup matriks singular, maka berlaku:

a. Jikal,, I; adalah identitas di G maka I, = I;.
b. Jika X,Y adalah invers dari A di s maka X =Y.

Berdasarkan hasil penelitian, invers dari setiap unsur di grup matriks singular Gg
adalah tunggal.

3.3 Kasus Khusus tentang Matriks Singular

Pada pembahasan ini dibahas kasus khusus tentang matriks singular. Setelah
diteliti lebih lanjut, ternyata tidak semua matriks singular dapat memenuhi
syarat-syarat dalam pembentukan grup seperti yang telah dipaparkan pada
contoh 3 di atas.

Namun dalam suatu kasus lain ada himpunan matriks singular yang hanya
mempunyai satu anggota himpunan, namun tetap memenuhi syarat-syarat
pembentukan grup. Contoh sederhana yang peneliti gunakan dalam penelitian
RS b R |
i1 yaitu § = [O 0
. . = = 1 qn . . .
berpangkat dari matriks S adalah S™ = [ 0 0 ] Sehingga didapat himpunan

|- Diagonalisasi dari matriks § adalah D = [(1) 8] dan bentuk

- n n
M = {[10 10 ] ‘ne Z}. Berapapun nilai untuk n matriks tersebut menghasilkan

satu matrik yaitu matriks S itu sendiri. Untuk membuktikan bahwa himpunan
M adalah grup, pembuktian bisa dilakukan secara cepat karena anggota pada
himpunan Mg hanya memuat satu anggota himpunan. Pembuktian tertutup
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terhadap operasi perkalian, operasi bersifat asosiatif, ada elemem identitas dan
setiap anggota memiliki invers bisa dibuktikan dengan satu langkah berikut:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X = X =
[O 0] [O 0 [O 0] 0 0] [0 0]
Sehingga terbukti bahwa himpunan My adalah grup terhadap operasi perkalian.

3.4 Pembahasan

Untuk menentukan identitas dan invers dari suatu matriks singular, digunakan
metode pseudo identitas dan pseudo invers sesuai dengan pendapat Pikatan (1997).
bahwa identitas dan invers yang bersifat terbatas seperti S° dan S~! diusulkan untuk
diberi nama pseudo-identitas dan pseudo-invers. Sebuah matriks mempunyai invers jika
dan hanya jika matriks tersebut nonsingular atau dengan kata lain kolom-kolom atau
baris-barisnya bebas linier. Jika matriks tersebut singular atau jika kolom-kolom atau
baris-barisnya bergantung linier, maka dibutuhkan sebuah invers matriks yang
diperumum (Yuliza et al., 2018). Dalam penelitian ini, metode yang digunakan dalam
perhitungan untuk membentuk suatu himpunan matriks singular adalah dengan
memanfaatkan diagonalisasi. Ketika pembentukan suatu himpunan matriks singular
dan penentuan identitas dan invers dari matriks singular maka lebih lanjut peneliti
memanfaatkan kedua hal tersebut untuk membuktikan berlakunya syarat-syarat grup
pada himpunan matriks singular. Sehingga yang didapatkan adalah terbentuknya grup
himpunan matriks singular.

Setelah terbentuknya grup himpunan matriks singular, perhitungan lebih lanjut
menunjukkan bahwa tidak semua himpunan matriks singular dapat membentuk grup.
Hal ini disebabkan karena tidak semua matriks generator dapat didiagonalisasi.
Perhitungan pada hasil penelitian menunjukkan bahwa himpunan dari matriks
singular yang defektif tidak dapat membentuk grup. Himpunan matriks singular yang
defektif adalah himpunan yang hanya memiliki satu anggota himpunan yaitu matriks
defektif itu sendiri. Pembuktian syarat-syarat grup pada himpunan ini menunjukkan
bahwa himpunan matriks singular defektif tidak memenuhi syarat-syarat pembentuka

grup.

Perhitungan yang dilakukan pada hasil penelitian yang telah dibahas sebelumnya,
peneliti hanya membatasi perhitungan bentuk umum pada grup matriks singular
berordo 2 x 2. Untuk perhitungan grup matriks singular berordo 3 X 3 dapat dilakukan
sesual dengan langkah-langkah perhitungan pada grup matriks singular berordo 2 x 2.
Perhitungan bentuk umum dan grup matriks singular yang berordo lebih besar,
langkah-langkah yang dilakukan sesuai dengan perhitungan pada grup matriks
singular berordo 2 X 2. Membatasi perhitungan hanya pada matriks 2 X 2 dapat
mengefisiensi waktu peneliti dalam melakukan perhitungan.
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4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan maka dapat disimpulkan bahwa
a(a+d)™ b(a+d)™

Terdapat grup berbentuk Gg = CEZiZ;n dEZ:Z;" :n € Z ; dengan operasi perkalian baku
(a+d) (a+d)

pada matriks yang dibangun dari matriks singular § = [Ccl Z], dimana a, b, c,d € R yang

dapat didiagonalisasi. Selain itu pada penelitian ini diperoleh matriks singular 2x2
yvang tidak dapat membentuk grup yaitu matriks singular 2x2 yang tidak dapat
didiagonalisasi atau disebut matriks defektif dan pada grup G berlaku sifat VA, X,Y €
G sedemikian sehingga: (a) Jika AX X = AX Y maka X =Y; (b) Jika X x A =Y X A maka
X =Y. Hal ini menunjukkan bahwa pada grup matriks singular Gs; berlaku sifat
penghapusan.
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