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Abstract

This paper discusses the properties of a —embedded set, i.e., the union of two a —embedded sets. In the metric
spaces, the union of two a — embedded sets are also a — embedded set. In general topological spaces, these
conditions do not neccesarilly hold. We provide the counter example of the sets that are a — embedded sets
but whose the union of those sets are not a — embedded set. Further more, we give a sufficient condition for
the union of two o - embedded sets being a — embedded set.

Keywords: a - embedded set; a functionally multiplicative class; a functionally additive class; a — separated

Abstrak

Pada artikel ini, diteliti sifat — sifat himpunan a — embedded, yaitu gabungan himpunan-himpunan o —
embedded. Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa gabungan dua himpunan di ruang metrik merupakan
himpunan a — embedded. Lebih lanjut, terdapat ruang topologi dimana gabungan dua himpunan a —
embedded tidak selalu a — embedded. Oleh karena itu, kami memberikan syarat tambahan agar gabungan
dua himpunan a — embedded merupakan himpunan o — embedded

Kata Kunci: himpunan o — embedded; perkalian fungsional «; penjumlahan fungsional a; a — separated

1. PENDAHULUAN

Didalam bidang matematika, terkhususnya topologi umum, embedded
merupakan salah satu topik yang banyak diteliti. Konsep — konsep himpunan embedded
yang telah dikenal adalah z — embedded, C — embedded, dan C* - embedded. Beberapa
matematikawan yang meneliti topik ini diantaranya John William dan Green (Green,
1972) dan R. L. Blair dan A.W. Hager (Blair & Hager, 1974) yang menyelidiki sifat-sifat
himpunan 2z — embedded, C — embedded, dan C* - embedded. Olena Karlova (Karlova,
2014) mengembangkan konsep himpunan C - embedded menjadi himpunan o — embedded.
Suatu himpunan A pada ruang topologi X merupakan himpunan a — embedded jika untuk
setiap A himpunan penjumlahan fungsional kelas o di A, terdapat C himpunan
penjumlahan fungsional kelas a di X sehingga B = C N A. Untuk kasus a = 0, himpunan
0 — embedded merupakan himpunan C — embedded.

Dengan menggunakan konsep a — embedded, Olena Karlova mengembangkan
konsep perluasan Kuratowski, yaitu:
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Teorema : (Karlova, 2014) Diberikan bilangan ordinal 0 < a < w4, ruang topologi X, dan
ruang Polish Y. Himpunan E € X K, — embedded di X jika dan hanya jika setiap fungsi
f € K4(E,Y) dapat diperluas ke fungsi g € K (X,Y).

Di dalam artikelnya, (Blair, 1976) membahas topik terkait himpunan z -
embedded. Salah satu topik yang dibahas adalah gabungan himpunan z — embedded.
Hasil yang diperoleh, diantaranya :

Teorema : Diberikan keluarga himpunan {Sq}ae; di X dan keluarga {Py}qe; himpunan
terbuka fungsional yang locally finite pairwise disjoint di X sedemikian sehingga Sy, S Py
untuk setiap o € I dengan I himpunan indeks. Jika Sy, z — embedded di X untuk setiap a €
I, maka Uye; Sy z — embedded di X.

Salah satu pertanyaan yang muncul adalah apakah sifat a — embedded dipertahankan
terhadap gabungan.

Didalam artikel ini, dibuktikan bahwa pada ruang metrik, gabungan berhingga
dari dua himpunan a — embedded tetap dipertahankan. Selain itu disajikan juga contoh
yang menunjukkan keterbatasan sifat ini di ruang regular lengkap. Oleh karena itu,
penting untuk mengkaji kondisi-kondisi yang menjamin ketertutupan sifat a« — embedded
terhadap operasi irisan dan gabungan. Artikel ini bertujuan untuk mengkaji lebih dalam
sifat gabungan dari dua himpunan a — embedded, baik dalam ruang metrik maupun
dalam ruang topologi umum.

2. METODE PELAKSANAAN

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian literatur
dengan pedekatan deduktif — matematis. Kajian literatur ini dipilih karena penelitian ini
bersifat teoritis yang berfokus pada sifat ketertutupan gabungan himpunan a — embedded
pada ruang topologi. Kajian literatur dilakukan untuk mengumpulkan informasi terkait
ruang topologi dan himpunan a — embedded. Kajian literatur dilakukan terhadap
beberapa literatur yang membahas himpunan a — embedded dan topologi. Referensi
utama yang digunakan dalam penelitian ini adalah Olena Karlova (Karlova, 2014).

Penelitian ini dimulai dengan mengumpulkan referensi terkait himpunan a —
embedded dan sifat — sifatnya. Selanjutnya penulis mengidentifikasi konsep — konsep
dasar terkait himpunan a — embedded. Penulis melakukan peninjauan lebih jauh terkait
teori — teorid penting yang berhubungan dengan sifat ketertutupan gabungan himpunan
a - embedded. Dari hasil peninjauan ini, selanjutnya penulis mengembangkan teorema
terkait sifat ketertutupan gabungan himpunan a — embedded. Diperoleh beberapa sifat
terkait gabungan himpunan a — embedded. Diberikan juga beberapa contoh terkait
gabungan himpunan a — embedded. Selanjutnya, dirumuskan simpulan terkait gabungan
himpunan a —embedded, yang meliputi syarat yang diperlukan agar gabungan himpunan
a — embedded merupakan himpunan a — embedded. Hasil in1 belum dibahas pada
penelitian — penelitian terdahulu.
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil dan Pembahasan disajikan ke dalam dua bagian, yaitu Hasil Penelitian
Terdahulu dan Hasil Penelitian. Hasil Penelitian Terdahulu menyajikan teori — teori
yvang telah diperoleh oleh peneliti terdahulu. Lebih lanjut, di dalam Hasil Penelitian
dijelaskan hasil penelitian terbaru yang dilakukan oleh penulis. Pada artikel ini juga
ditunjukkan bahwa pada ruang metrik, gabungan berhingga himpunan o — embedded
merupakan himpunan o — embedded . Beberapa istilah yang digunakan dapat dilihat di
(Kuratowski & Jaworowski, 1966), (Engelking, 1989), (Dugundji, 1966), dan (Hart et al.,
2004).

3.1 Hasil Penelitian Terdahulu

Terlebih dahulu diberikan definisi himpunan tertutup fungsional dan himpunan
terbuka fungsional.
Definisi 3.1.1. Diberikan ruang topologi X dan himpunan A € X. Himpunan A disebut
himpunan tertutup fungsional di X jika terdapat fungsi kontinu f: X — [0,1] sehingga A =
f~1(0). Himpunan A terbuka fungsional X jika A¢ tertutup fungsional di X, yaitu terdapat
fungst kontinu f sehingga B = f~1((0,1]).

Koleksi semua himpunan tertutup fungsional di X dinotasikan dengan F;(X) dan
koleksi semua himpunan terbuka fungsional di X dinotasikan dengan Gg(X). Diberikan
bilangan ordinal 0 < a < w;. Diasumsikan gg (X) dan ?—“E* (X) telah terdifinisi untuk setiap

¢ < a. Apabila a ganjil, didefinisikan
~

GoX)={AcX:A= An,AnEQg,§<a}
nen
dan
FiX)={AcX:A= Ap, Ay € Ff < o}
neN
Apabila o genap, didefinisikan
Gu) ={(ASX:A= | | A, A € G5 E< )
nen

dan

ﬁ
FiX)={AcX:A= Ap, Ay € FfE < o}
nenN
Kelas F; (X) untuk a ganjil dan kelas G;(X) untuk a genap disebut kelas penjumlahan

fungsional a. Lebih lanjut, kelas F;(X) untuk a genap dan kelas G;(X) untuk a ganjil
disebut kelas perkalian fungsional a. Koleksi semua himpunan A € X dimana A anggota
kelas penjumlahan fungsional a sekaligus kelas perkalian fungsional a disebut kelas
ambiguous fungsional a. Untuk lebih memahami himpunan penjumlahan fungsional
kelas a dan himpunan perkalian fungsional kelas a, berikut ini disajikan contohnya.

Contoh 3.1.1. Diberikan ruang Niemytski X = R X [0,1]. Diperhatikan fungsi f:R X
[0,1] = [0,1] dengan f(x,y) = y. Diambil sebarang himpunan terbuka V < [0,1]. Diperoleh
f~Y(V) = R x V. Berdasarkan topologi pada X, diperoleh f~1(V) terbuka di X. Akibatnya,
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fungsi f kontinu. Lebih lanjut, R X {0} himpunan tertutup fungsional. Akibatnya,
himpunan R X (0,1] himpunan terbuka fungsional. Dengan membentuk fungsi f,, = f ° g,

dengan g,(y) =0 untuk ye€ [0,%] dan g,(y) = |y —%| untuk y € (%, 1], diperoleh
himpunan 4, = R X [0, %) u (%, 1] himpunan terbuka fungsional untuk setiap n € N\ {1}.

Diperoleh, himpunan A =Nuey\(1) An = G, 1] himpunan G;(X). Karena A € F{(X), maka

A anggota kelas ambiguous fungsional kelas 1 di X.
Contoh 3.1.2. Diberikan ruang topologi X dan fungsi terfragmentasi terhitung fungsional
f:X - R. Berdasarkan Lemma 3.12 pada (Kumanireng & Zulijanto, 2023), diperoleh
f _1(8 (f(x), e)) himpunan perkalian fungsional kelas 2 di X.
Definisi 3.1.2. Diberikan ruang topologi X danY, bilangan ordinal 0 < a < w4, dan fungsi
f:X - Y. Fungsi f disebut fungsi Lebesgue fungsional kelas o jika untuk setiap himpunan
terbuka V €'Y berlaku himpunan f~1(V) anggota kelas penjumlahan fungsional a.
Himpunan semua fungsi Lebesgue fungsional kelas o dinotasikan dengan
K.(X,Y). Jika Y = R, maka cukup ditulis K, (X).
Definisi 3.1.3. Diberikan bilangan ordinal 0 < a < w4, ruang topologi X dan 'Y dan E <
X. Koleksi (X,E,Y) dikatakan memiliki sifat perluasan K, jika untuk setiap fungsi f €
K.(E,Y) terdapat fungsi g € K,(X,Y) perluasan fungsi f.
Di bawah ini disajikan contoh terkait fungsi Lebesgue kelas a.
Contoh 3.1.3. Diberikan ruang topologi X. Setiap fungsi kontinu f:X - R merupakan
fungsi Lebesgue fungsional kelas a untuk setiap 0 < a < w,. Karena f kontinu, maka U =
f~1(V) terbuka di X untuk setiap himpunan terbuka V di R. Lebih lanjut, didefinisikan

d(f (V)
1+d(f (x),vC)

Diperhatikan, untuk setiap x € U¢ berlaku g(x) = 0. Lebih lanjut, karena V¢ tertutup di
R, maka untuk setiap x € U berlaku g(x) > 0. Diperoleh, U = f~1(V) hinpunan terbuka
fungsional.

fungsi g: X - [0,1] dengan g(x) = dengan d(x,A) = |x — y| untuk setiap y € A.

Himpunan a - Embedded

Selanjutnya, disajikan pengertian, sifat-sifat yang telah diketahui, dan contoh —

contoh terkait himpunan a — embedded.
Definisi 3.1.4. (Karlova, 2014) Diberikan bilangan ordinal 0 < a < w, dan ruang topologi
X. Himpunan A € X dikatakan o — embedded di X jika untuk setiap E anggota kelas
penjumlahan fungsional o (perkalian fungsional a) di A, terdapat E' anggota kelas
penjumlahan fungsional o (perkalian fungsional a) di X sehingga E = E' N A.

Jika A himpunan a — embedded dan anggota kelas penjumlahan fungsional a di X,
maka setiap himpunan anggota kelas penjumlahan fungsional a di A merupakan anggota
kelas penjumlahan fungsional a di X. Hal ini dijelaskan di Proposisi di bawah ini.
Proposisi 3.1.1. (Karlova, 2014) Diberikan ruang topologi X, 0 < a < w;, dan A S X
himpunan a — embedded. Jika A merupakan himpunan penjumlahan fungsional kelas a
(himpunan perkalian fungsional a) di X, maka setiap himpunan penjumlahan fungsional
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a (himpunan perkalian fungsional @) di A merupakan himpunan penjumlahan fungsional
a (himpunan perkalian fungsional a) di X.

Proposisi 3.1.2. (Karlova, 2014) Diberikan ruang topologi X dan bilangan ordinal 0 <
a, B < wq. Jika a < B, maka setiap himpunan o — embedded merupakan himpunan 3 —
embedded.

Himpunan - Himpunan a- Separated dan Ruang a — Separated
Berikut ini disajikan Definisi himpunan — himpunan « — separated dan ruang a —
separated.
Definisi 3.1.5. (Karlova, 2014) Diberikan ruang topologi X. Himpunan A,B <X
dikatakan a — separated di X jika terdapat fungsi f € K (X) sehingga A € f~1(0) dan B €
f~1(1). Lebih lanjut, ruang topologi X dikatakan a— separated jika untuk setiap A,B € X
anggota kelas perkalian o di X dengan AN B = @ berlaku A dan B o — separated.
Selanjutnya, pada sebarang ruang topologi X, setiap himpunan perkalian kelas a
di X merupakan himpunan a — embedded di X.
Proposisi 3.1.3. (Karlova, 2014) Diberikan ruang topologi X dan bilangan ordinal 0 <
a < wy. Setiap himpunan A € X anggota kelas perkalian o di X merupakan himpunan o —
embedded.

3.2 Hasil Penelitian

Gabungan dua himpunan a — embedded belum tentu o — embedded. Hal ini di
jelaskan pada contoh di bawah ini.
Contoh 3.2.1. Terdapat ruang regular lengkap X, himpunan 0 — embedded A,B € X
dengan A U B bukan himpunan 0 — embedded.
Bukti. Dibentuk himpunan X, = [0,1], X; = N untuk setiap s € (0,1], ¥ = [[5¢(0,1]Xs, dan
X =1[0,1] XY = [Isef0,11Xs- Ruang X merupakan ruang regular lengkap (Karlova, 2014).
Dibentuk A; = (0,1] dan A4, = {0}. Untuk setiap i = 1,2, dibentuk

Fo= (| = 09secom € V:lts € 011y =} < 13

n#i

B, =A,XF,,B, = A, X F,,dan E = B, U B,.
Akan ditunjukkan F; N F, = @. Diandaikan F; N F, # @. Diambil sebarang y € F; N F,,
yaitu y € F; dan y € F,. Karena |N| <|(0,1]] dan y € F;, maka |{s:y, =1} =¢ dan
|{s:y¢ = 2}| < 1. Lebih lanjut, karena |[N| < [(0,1]| dan y € F,, maka |{s:y, = 2}| = ¢ dan
|{s:ys = 1}| < 1. Kontradiksi dengan y € F;. Selanjutnya, akan ditunjukkan F; dan F,
tertutup di Y. Tanpa mengurangi keumuman, akan ditunjukkan F; tertutup diY. Terlebih
dahulu akan ditunjukkan untuk setiap bilangan asli n # 1 berlaku himpunan D,, = {y =
(¥s)se0,1] € Yil{s € (0,1]:y5 = n}| < 1} tertutup di Y. Diperhatikan,

Drf = {y = (yS)SE(O,l] EY: |{S € (0:1]:3/5 = Tl}I = 2}-
Diambil sebarang y € Df. Diasumsikan |{s € (0,1]:y; = n}| = k dengan k > 2. Dinamakan,
51,82, -, Sk € (0,1] sehingga y;, = y5, = - = 5, = n. Dibentuk U = [[s¢(o,1) Us dengan Ug =
{n} untuk s € {s;:i = 1,2, ..., k} dan Us; = N untuk s lainnya. Diperhatikan, U, terbuka di Y

Griya Journal of Mathematics Education and Application Volume 5§ Nomor 3, September 2025 1378



Kumanireng et al Gabungan Himpunan a — Embedded ...

dan U € DS. Jadi, DS terbuka di Y. Akibatnya, D, tertutup di Y. Lebih lanjut, F; tertutup
di Y. Untuk F, dapat dibuktikan dengan cara yang sama. Diperhatikan, B; dan B,
tertutup di Y. Tanpa mengurangi keumuman, akan ditunjukkan untuk B;. Diambil
sebarang x = (xs)se[o,1] € X \ B;. Akibatnya, xo =0 atau (xs)se01) €Y \ F1. Karena F;
tertutup, maka X \ B; terbuka. Jadi, B; dan B, tertutup di X. Akibatnya, E = B; U B,
tertutup di X. Lebih lanjut, Olena Karlova (Karlova, 2014) menunjukkan B; dan B, 0 —
embedded di X tetapi E tidak 0 — embedded di X.
Pada ruang metrik, himpunan a — embedded tertutup terhadap berhingga
gabungan.
Teorema 3.2.1. Diberikan ruang topologi X. Untuk setiap A,B € X himpunan o —
embedded di X dengan AN B = @ dan memiliki sifat untuk setiap himpunan G anggota
perkalian fungsional kelas o di AU B maka berlaku A N G anggota perkalian fungsional
kelas a di A dan BN G anggota perkalian fungsional kelas o di B berlaku AUB o —
embedded di X.
Bukti. Diambil sebarang himpunan C € AU B anggota perkalian fungsional kelas o di
AU B. Akibatnya, C N A anggota perkalian fungsional kelas a di A dan C N B anggota
perkalian fungsional kelas a di B. Karena A dan B himpunan a — embedded, maka
terdapat himpunan terdapat himpunan C; dan C, anggota perkalian kelas a di X sehingga
CiNA=CNA dan C, N B =C n B. Dibentuk C' = C; U C,. Diperhatikan, C'NA=CnA
dan C' N B = C N B. Dengan kata lain, A U B himpunan a — embedded.
Akibat 3.2.1. Diberikan ruang metrik X. Untuk setiap 0 < a < w; dan himpunan o —
embedded A,B € X berlaku AU B himpunan o — embedded di X.
Bukti. Terlebih dahulu akan dibuktikan klaim berikut.
Klaim 1: Untuk setiap 0 < B < o, AU B memenuhi sifat pada Teorema 1.
Bukti. Untuk B = 0. Diambil sebarang himpunan terbuka fungsional G € A U B. Terdapat
fungsi kontinu f:AUB - [0,1] sehingga G = f~1((0,1]). Diperhatikan, fungsi g = fl4
merupakan fungsi kontinu. Lebih lanjut, g‘l((O,l]) = G N A. Akibatnya, G N A himpunan
terbuka fungsional di A UB. Selanjutnya, diandaikan benar untuk setiap 0 < B < a.
Diambil sebarang G himpunan perkalian kelas o di A UB. Akibatnya, G¢ anggota
penjumlahan fungsional kelas a di AU B. Terdapat barisan {G,} dengan G, himpunan
perkalian fungsional kelas < a di X sehingga G = U,ey G- Berdasarkan asumsi, G, N A
himpunan perkalian fungsional kelas B < a. Akibatnya, G¢ N A himpunan penjumlahan
fungsional kelas a di A. Diperoleh, G N A himpunan perkalian fungsional kelas « di A.
Berdasarkan Klaim 1 dan Teorema 1, diperoleh A U B himpunan a — embedded di
X.
Akibat 3.2.2. Diberikan ruang topologi X. Untuk setiap Ay, Ay, ...,A, © X himpunan o —
embedded di X dengan A;NAj =@ untuk setiap i # j dan memiliki sifat untuk setiap
himpunan G anggota perkalian fungsional kelas a di Uj-,A; berlaku A; NG anggota
perkalian fungsional kelas o di A; untuk setiap i=12,..,n maka berlaku Ui-,4;
himpunan o — embedded di X.
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3.3 Pembahasan

Hasil yang diperoleh dalam penelitian ini menujukkan sifat ketertutupan
gabungan berhingga himpunan a — embedded tidak selalu berlaku pada ruang topologi
secara umum. Artikel ini menyajikan counter example, yaitu ruang regular lengkap
dimana gabungan dua himpunan 0 — embedded tidak menghasilkan himpunan 0 -
embedded. Untuk mengatasi keterbatasan itu, penelitian ini memberikan syarat
tambahan agar gabungan dua himpunan a — embedded tetap himpunan a — embedded
pada ruang topologi secara umum. Berdasarkan syarat tambahan ini, selanjutnya dapat
ditunjukkan sifat ketertutupan ini masih berlaku ruang metrizable, yaitu jika diberikan
berhingga himpunan — himpunan o — embedded di ruang metrizable, maka gabungannya
masih merupakan himpunan a — embedded.

Penelitian ini memberikan perbedaan antara ruang metrik dengan ruang topologi
umum dalam hal gabungan himpunan a — embedded. Penelitian ini juga memberikan
kesempatan untuk pengembangan sifat himpunan a — embedded pada operasi himpunan
lainnya. Secara keseluruhan, penelitian ini menunjukkan bahwa himpunan o —
embedded adalah perluasan dari konsep himpunan C — embedded.

4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, gabungan dua himpunan a —embedded tidak selalu
a — embedded. Dengan syarat tambahan yang diberikan, diperoleh gabungan dua
himpunan o — embedded menghasilkan himpunan a — embedded. Pada ruang metrik,
irisan dan gabungan dua himpunan a — embedded merupakan himpunan o — embedded.

5. REKOMENDASI

Pada artikel ini hanya diteliti gabungan himpunan a — embedded. Penilitian selanjutnya
dapat dilakukan pada irisan himpunan a — embedded.
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