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Abstract

This article studies the factorization of Hermitian matrices over a division ring based on their trace values.
The main result shows that the trace determines the minimum number of Hermitian factors required in
factorization depending on the trace value, namely four factors are sufficient for matrices with zero trace,
while for matrices with nonzero trace, one additional diagonalizable factor is required. This result indicates
a relationship between additive invariance (trace) and multiplicative invariance (Dieudonné determinant) in
noncommutative linear algebra.

Keywords: hermitian matrix; division ring; trace; dieudonné determinant; matrix factorization.

Abstrak

Artikel ini mengkaji tentang faktorisasi matriks Hermitian atas ring pembagi berdasarkan nilai ¢racenya.
Hasil utama menunjukkan bahwa ¢race menentukan jumlah minimal faktor Hermitian yang diperlukan
dalam faktorisasi bergantung pada nilai ¢race, yaitu empat faktor untuk trace nol, sedangkan untuk trace
tak nol membutuhkan satu faktor hemitian yang dapat didiagonalkan. Hasil tersebut menyatakan adanya
keterkaitan antara invariant aditif (¢race) dan invariant multiplikatif (determinan Dieudonné) dalam aljabar
linear nonkomutatif.

Kata Kunci: matriks hermitian; ring pembagi; trace; determinan dieudonné; faktorisasi matriks.

1. PENDAHULUAN

Kajian mengenai faktorisasi matriks Hermitian telah lama menjadi topik penting dalam
aljabar linear karena keterkaitannya dengan struktur spektral, simetri, dan stabilitas
transformasi linear (Botha, 1998; Radjavi, 1969). Pada konteks ring komutatif, telah
diketahui bahwa setiap matriks kompleks dengan determinan real dapat dinyatakan
sebagai hasil kali sejumlah matriks Hermitian. Secara umum, matriks Hermitian
didefinisikan sebagai matriks yang sama dengan konjugat-transposenya A =
AT (Doliwa, 2022; Nie & Yang, 2020). Ketika ruang C digeneralisasi menjadi ring pembagi
nonkomutatif K, diperlukan involusi sebagai fungsi pengganti konjugasi kompleks yang
memenuhi: a+b =a+b,ab = b a,a = a. Berdasarkan involusi ini, didefinisikan ruang
H,(K) sebagai himpunan matriks — matriks Hermitian berukuran n xn atas ring
pembagi Kdengan involusi a » a*, yaitu: H,(K) ={4A € M,(K) | A= A"}, untuk setiap
entri a;; berlaku: a;; = (a;)" (Gatephan & Rodtes, 2025). Namun, ketika ring
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digeneralisasi menjadi ring pembagi yang bersifat nonkomutatif, sebagian besar hasil
faktorisasi tersebut tidak lagi berlaku secara langsung karena hilangnya sifat komutatif
dalam operasi perkalian elemen. Oleh karena itu, konsep faktorisasi Hermitian dalam
sistem nonkomutatif diperluas seiring dengan perkembangan teori determinan
Dieudonné dan konsep involusi pada ring pembagi (Vol¢ié, 2019). Penelitian
menunjukkan bahwa matriks Hermitian atas ring pembagi dapat difaktorkan menjadi
hasil kali beberapa matriks Hermitian, dan determinan Dieudonné berperan sebagai
invariant multipikatif. (Gatephan & Rodtes, 2025).

Namun demikian, kajian tersebut masih sangat terfokus pada invarian multipikatif.
Peran invarian aditif, yaitu trace, masih terbatas dalam konteks menentukan struktur
dan kompleksitas faktorisasi Hermitian, padahal dalam sistem komutatif trace berfungsi
penting sebagai penanda keseimbangan simetri dan jumlah nilai eigen. Meskipun,
sebelumnya terdapat konsep trace yang telah dikaji dalam konteks traceless dan semi-
traceless matrices (Danchev et al., 2024), namun hubungan langsung antara nilai trace
dan jumlah minimal faktor Hermitian dalam faktorisasi matriks belum dikaji secara
eksplisit.

Oleh karena itu, dalam penelitian ini dilakukan kajian tentang faktorisasi matriks
Hermitian nonkomutatif berdasarkan nilai frace. Penelitian ini bertujuan untuk
pengembangan teori dalam menentukan jumlah minimal faktor Hermitian berdasarkan
tanda dan nilai trace serta merumuskan teorema faktorisasi Hermitian yang bergantung
pada tanda dan nilai trace-nya. Hasil yang diperoleh dapat memperjelas hubungan
antara invarian aditif dan multiplikatif dalam struktur ruang Hermitian nonkomutatif,
sekaligus memperkuat kerangka teori faktorisasi dalam aljabar matriks nonkomutatif.

2. METODE PELAKSANAAN

Penelitian ini bersifat teoritis deduktif dan metode yang digunakan adalah
pengembangan teoritis berdasarkan definisi, lema dan teorema yang berlaku pada
struktur aljabar nonkomutatif, khususnya pada ruang matriks Hermitian atas ring
pembagi. Langkah awal dimulai dengan studi literatur terkait definisi dan sifat — sifat
matriks Hermitian, faktorisasi Hermitian dan tracenya. Kedua, dilakukan analisis sifat
—sifat trace pada ruang matriks Hermitian H, (K), termasuk keterkaitannya dengan trace
dan invariasi terhadap persamaan Hermitian. Tujuan dari tahap ini adalah untuk
memastikan bahwa trace terdefinisi dengan baik sebagai invariant aditif dalam konsep
nonkomutatif. Ketiga, dikaji terkait determinan Dieudonné sebagai invariant
multiplikatif pada ring pembagi non komutatif berserta sifat — sifatnya. Keempat,
dianalisis hubungan antara frace dan determinan Dieudonné sehingga diperoleh kondisi
— kondisi yang membedakan kasus trace nol dan trace taknol. Terakhir, deduksi
digunakan untuk merumuskan dan membuktikan teorema terkait faktorisasi Hermitian
dan kebergantungannya pada jumlah faktor Hemitian terhadap nilai trace.
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Penelitian ini dilakukan pada ring pembagi nonkomutatif yang dilengkapi involusi, yaitu
anti-automorfisma yang memungkinkan pendefinisian matriks konjugat transpos.
Matriks yang dikaji adalah matriks persegi berordo hingga dan matriks Hermitian
didefinisikan sebagai matriks yang invariant terhadap konjugat transpos. Selain itu,
trace didefinisikan sebagai jumlah entri diagonal dan bernilai tetap terhadap involusi
sehingga berperan sebagai invarian aditif. Sedangkan, determinan Dieudonné digunakan
sebagal pengganti determinan klasik dan diasumsikan memenuhi sifat multipikatif
sehingga berperan sebagai invarian multipikatif.

Dalam penelitian ini, kajian dibatasi pada kajian teoritis mengenai faktorisasi matriks
Hermitian atas ring pembagi nonkomutatif. Penelitian ini tidak membahas algoritma
komputasional dan implementasi numerik. Selain itu, kajian ini difokuskan pada
hubungan trace dan jumlah faktor Hermitian dalam faktorisasi, tanpa mengeksplorasi
secara rinci struktur involusinya. Dalam batasan tersebut, penelitian ini diarahkan
untuk mengasilkan pengembangan secara teoritis terkait peran invariant aditif dan
multipikatif dalam faktorisasi Hermitian nonkomutatif.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Trace pada H, (K)
Dalam aljabar linear klasik, trace dari suatu matriks A = (a;;) didefinisikan sebagai:
(Anton & Kaul, 2019)

n
tr(4) = Z aj; (1)
i=1
Dengan sifatnya: (Bikchentaev et al., 2024; Lord et al., 2023)
a. bersifat aditif,
b. invarian terhadap kesamaan (tr (P~1AP) = tr (4)),
c. menggambarkan jumlah nilai eigen dari A.
Namun, pada sistem nonkomutatif, operasi perkalian tidak komutatif (ab # ba), sehingga
trace biasa kehilangan sebagian sifat fundamentalnya(Klep et al., 2018). Pada ruang

Hermitian H,(K), trace didefinisikan:
n

Tr (4) = ) ay @
i=1
untuk 4 = (a;;) € Hy(K).
Pada ring pembagi umum, sering digunakan reduced trace (Trd) sebagai tracenya.
Untuk A4 € M, (K), didefinisikan:

Trd (4) = z a;mod [K, K] 3)

i=1

di mana [K, K] adalah subgrup aditif yang dihasilkan oleh komutator [a,b] = ab — ba.
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Dalam ruang Hermitian H,(K), semua entri diagonal sudah terletak di F € (K)(pusat
dari K), sehingga Tr (A) = Trd (A). Jadi pada H,(K), trace biasa dan reduced trace
berimpit.(Danchev et al., 2024)
Beberapa sifat penting dari trace Hermitian adalah:
1. Nilai Tetap terhadap Involusi
Tr (A) = Tr (A),VA € H,(K) (4)
Karena setiap entri diagonal tetap terhadap involusi.
2. Linearitas aditif (terhadap F)
Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) ,Tr(fA) = f Tr(A),f € F (5)
Sehingga H,,(K) membentuk ruang vektor atas F dengan fungsi trace sebagai
pemetaan linear ke F.

3. Invariansi terhadap Kesamaan (Similarity)
Jika P € GL,(K)dan A’ = P"1AP, maka:
Trd(A") = Trd(4) (6)
Ini menjamin bahwa trace merupakan invarian kesamaan Hermitian.

4. Hubungan dengan determinan Dieudonné
Untuk A € H,(K):

Tr (A) € F,dan Det(A) € F*/[K*,K*] (7)
Jadi trace adalah invarian aditif, sedangkan determinan Dieudonné adalah invarian
multiplikatif
Contoh 3.1.1.
a. Hz((C)
a=(; ])abeRrzec
Tr (A) =a+b€eR
b. H,(H)
(M q
A= (q rz),rl,rz ER, g €M
Tr(A) =r +1r, ER
Lema 3.1.1.
Misalkan K sebuah ring  pembagi dengan involust aw-a dan

F ={a € K:a = a}. Untuk setiap A = (a;;) € H,(K) berlaku
n
tr (A) = Z a €F, ®)
i=1
dan trace biasa berimpit dengan reduced trace pada matriks Hermitian.
Contoh 3.1.1.

Jika A = (_Zl é) € Hy(K) makatr(A) = Y2, a; =2+3 =5,
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3.2 Determinan pada H,(K)
Determinan Dieudonné, didefinisikan sebagai homomorfisma grup: (Gatephan & Rodtes,
2025)

Det:GL,(K) = K*/[K*, K] 9)
dimana GL(n, K) merupakan grup matriks berukuran n X n yang invertibel dengan entri
pada ring pembagi K dan K*/[K*,K*] grup komutatif yang diinduksi oleh fungsi
det: M, (K) - K, yang didefinisikan sebagai berikut:

0 Jika A ¢ GLy(K)

bet(A) = sgn(m) nui #0 JikaA€ GL,(K) (0

i=1
Di mana u; adalah elemen diagonal dari matriks U dan m adalah permutasi dari bentuk
normal Bruhat dari A. Jadi, untuk A € GL,(K), Det(A) = {ax: x € [K*,K*]} =: [a]
untuk beberapa a € K* dan Det(A) = 0 jika A adalah matriks singular.
Sifat - sifat utama determinan Dieudonné adalah: (Brenner, 1968)

1. Multiplikatif

Det (AB) = Det (A)Det (B) (11)

2. Determinan Dieudonné dari matriks singular adalah O.

Invarian terhadap operasi elementer baris dan kolom.

4. Jika A =B @ C € M,,(K) dengan Det(B) = [b] dan Det(C) = [c] untuk b,c € K*,
maka Det(A) = [bc].

e

Contoh 3.2.1
Untuk

A= (% IC’),A € H,(K),

Penghitungan determinan Dieudonné dilakukan melalui operasi baris elementer,
sehingga untuk ordo 2, diperoleh:

Det(A) = [_bb]_’l_ a=0,

[a(c —ba™"b)], a+0.
Diperhatikan bahwa hasilnya selalu di dalam [F], karena bb dan a(c — ba='h) adalah
elemen tetap di bawah involusi.

3.3. Hubungan Trace dan Determinan Dieudonné pada H,,(K)

Teorema 3.3.1.

Diberikan  ring pembangi K berinvolusi dan F ={a € K:a = a} tertutup terhadap
perkalian maka untuk setiap A € H,(K) berlaku: Jika A = XDX*dengan X € GL,(K) dan
D = diag (d4, ...,d,) dengan d; € F, maka
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tr(A) = Z d;, Det(A) = U—[ di] 12)
i=1 i=1

Bukti.

Karena determinan Dieudonné bersifat invarian terhadap kesamaan, jika A = XDX™1!
maka oleh sifat multipikatif dan sifat invariansi operasi dasar, diperoleh Det(4) = Det(D)
atau Det(XDX™1) = Det(X)Det(D)Det(X~1) = [1] sehingga faktor Det(X)Det(X~ 1) =[1]
berakibat Det(A4) = [[]; d;].

Untuk matriks diagonal D = diag (dy, ...,d,;) dengan d; € F, jelas tr (D) =);d; € F dan
Det(D) = [[1; d;]. Karena kesamaan oleh X tidak mengubah kelas determinan, diperoleh

14}

tr (A) = tr (D) = Z d; , Det(A) = Det(D) =

Pada ruang H, (K), trace dan determinan Dieudonné memiliki hubungan yang serupa
dengan kasus komutatif, yaitu melalui struktur eigen (spasio-spektral) sebagai berikut:

Teorema 3.3.2.

Jika A € H,(K) dan terdapat faktorisasi spectral A = UAU", di mana U uniter/invertibel
dan A = diag (A4, ..., ;) dengan A; elemen pusat Z(K) maka ReTr (A)=X",1; dan
Det (A) = [A1 - 4]

Bukti.

Karena A A€eH,(K), maka A dapat ditulis dalam bentuk A= UAU",
dengan A = diag(44, ..., 1,)) dan setiap 1;merupakan elemen tetap involusi ( 4, = 1;) yang
terletak di pusat Z(K). Karena elemen-elemen tersebut bersifat Hermitian, maka
nilainya real terhadap involusi, sehingga

n
ReTr(A4) = ReTr(U*AU) = ReTr(A) = Z Re (4).

i=1
Sementara itu, berdasarkan sifat-sifat dasar determinan Dieudonné yaitu multiplikatif,
invarian terhadap operasi elementer, dan terhadap konjugasi, diperoleh:

Det(A) = Det(UAU™) = Det(U) Det(A) Det(U*) = [1] [A1 45 -+ An].
Karena Det(U)Det(U*) = [1], maka diperoleh
Det(A) = [A1 A5+ Ay].
[ ]

Untuk setiap A € H,(K) dan setiap matriks uniter U € GL,(K), berlaku sifat-sifat berikut:
1. Invariansi terhadap konjugasi uniter:
ReTr(U*AU) = ReTr(A), Det(U*AU) = Det(4).
2. Nilai keduanya real:
ReTr(4) € R, Det(4) € R,.
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3. Hubungan spektral langsung:
ReTr(4) = ) A, IDet(a)] = | [iad
i i

Kedua hubungan ini memperlihatkan bahwa, sebagaimana pada kasus komutatif, trace
merupakan jumlah nilai-nilai eigen Hermitian, sedangkan determinan Dieudonné
merupakan hasil kali nilai-nilai eigen tersebut.

Contoh 3.3.1.
Misalkan K = H, dan ambil

1 i
A—[_i_j ) ]EHZ(IH])
dengan A = A”.

e Trace real:
ReTr (A) =Re (1) + Re (2) =3

o Determinant Dieudonné:
Karena a1 # 0:
Det (A) = [a11az2 — a11(az1a11)a17]

Substitusi:
Det(A) = [1(2) — 1(=i— HA™HGE + )]
=[2— G+ )G+ NI+ )?
=i% 4%+ 2ij
=—-1-1+2k
=242k
jadi:

Det (A) = [2 — (=2 + 2k)] = [4 — 2k]

Dalam abelianisasi H* /[H*, H*] = R,

IDet (A)| = /(4)2 + (2)2 =20 = 2V/5

Teorema 3.3.3.
Misalkan A € H,(K) dengan invarian trace Tr (A) = t. Struktur faktorisasi Hermitian
dari A bergantung secara langsung pada tanda dan nilai t:

A=LL"+CdenganTr (C) =0 (13)
Jjika dan hanya jika Tr (A) = 0.
Secara khusus berlaku:
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a. Jika Tr(A) > 0, maka A memiliki faktorisasi positif-definit.
b. Jika Tr(A) =0, maka A hanya terdiri atas komutator, sehingga tidak positif-
definit.
c. Jika Tr(A) < 0, maka struktur faktorisasi dapat diperoleh melalui negasi A — —A.
Lebih umum, setiap matriks Hermitian dapat dituliskan sebagai

A= RiRi+ ) [P,0)] (14)
i J

dengan [P}, Q;] = P;Q; — Q;P;, Tr ([P}, Q;]) = 0.
Bagian pertama ZiR{‘ R; menyumbang kontribusi positif terhadap trace sedangkan
bagian kedua (komutator) memiliki trace nol dan tidak mengubah total trace sistem.
Bukti.
Karena A Hermitian, maka Tr(4A) = Tr(4") € F. Misalkan dilakukan faktorisasi
Hermitian parsial
A=LL"+C,

dengan L € M, (K)dan C € H,,(K)memenuhi Tr(C) = 0.
Dari sifat linearitas dan invarian ¢race diperoleh:

Tr(A) = Tr(LL*) + Tr(C) = Tr(LL"),
karena Tr(C) = 0.
Karena LL*bersifat positif semidefinit pada ruang Hermitian, maka Tr(LL") = 0.
Dengan demikian, Tr(A) = 0 menjadi syarat perlu dan cukup bagi eksistensi faktorisasi
Hermitian positif tersebut.
Jika Tr(A) = 0, maka Tr(LL") = 0 berakibat L = 0, sehingga A = C. Oleh karena Tr(C) =0
dan C Hermitian, maka C hanya dapat dibentuk dari kombinasi komutator-komutator
Hermitian:

J

yang seluruhnya memiliki ¢race nol.
Sementara untuk kasus Tr(4) < 0, berlaku

Tr(—A) = -Tr(4) > 0,
sehingga —A memiliki faktorisasi positif-definit —A = LL* + C, akibatnya A = —LL* —C
memberikan struktur faktorisasi Hermitian setelah transformasi tanda.
Dengan demikian, nilai {race menentukan kelas faktorisasi Hermitian yang mungkin
terbentuk, dan hanya bagian positif dari trace yang menentukan jumlah komponen
faktorisasi yang dapat dibangun.

]
Teorema 3.3.4.
Misalkan A € H,(K) dan tr(A). Maka berlaku:
1. Jika tr(A) = 0, maka A singular dan
A = HyH,H3;H,, H; € H,(K) (15)
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2. Jika tr(A) # 0, maka A nonsingular dan ada faktor yang dapat didagonalkan T
dengan Detp(T) = 1, sehingga
A = H H,HsH,T (16)
Bukti.
Untuk kasus pertama, trace nol menghasilkan setengah nilai eigen bernilai negatif
terhadap positif, menyebabkan determinan Dieudonné bernilai nol. Berdasarkan
(Gatephan & Rodtes, 2025), matriks singular dapat difaktorkan menjadi empat faktor
Hermitian. Sedangkan untuk trace tak nol, A memiliki invers sehingga nilai Det,(A) €
F*; diperlukan T untuk menormalisasi determinan agar tetap di kelas F.

4. SIMPULAN

Nilai trace terbukti menjadi penentu utama dalam karakterisasi matriks Hermitian
nonkomutatif, baik dari sisi singularitas maupun struktur faktorisasinya. Matriks
dengan trace nol bersifat singular dan dapat difaktorkan sepenuhnya melalui empat
komponen Hermitian dengan trace nol, sedangkan trace tak nol menghasilkan matriks
nonsingular yang memerlukan tambahan satu komponen yang dapat didiagonalkan
untuk menjaga sifat definitnya. Dengan demikian, ditemukan keterkaitan teoretis yang
mendalam antara dua invarian fundamental yaitu trace sebagai invarian aditif dan
determinan Dieudonné sebagai invarian multiplikatif yang secara bersama mengatur
pola faktorisasi dan sifat spektral ruang Hermitian nonkomutatif.

5. REKOMENDASI

Penelitian ini memperjelas bagaimana kendala trace sebagai regulator spektral dalam
sistem aljabar nonkomutatif dan membuka peluang aplikasi pada teori operator
kuaternion dan ruang Hilbert nonkomutatif.
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